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Matemáticas II **Final Convocatoria Ordinaria**     Mayo-2024 

 

1º)  

a) Discute el sistema de ecuaciones {
𝟑𝒙 + (𝒎𝟐 + 𝟏)𝒚 + 𝒛 = 𝟏

𝟐𝒙 + 𝟔𝒚 − 𝟐𝒛 = 𝟑𝒎
𝒙 + 𝒚 + 𝒛 = −𝟏

, según los valores del parámetro 𝒎. 

b) Dadas las matrices 𝑨 = (
𝟐 𝟎 −𝟏
𝟏 𝟎    𝟏
𝟐 𝟏    𝟏

)   y  𝑩 = (
   𝟏 𝟏 −𝟏
−𝟏 𝟎    𝟏
   𝟏 𝟏    𝟏

)   determina la matriz 𝑿 tal 𝑿 · 𝑩 = 𝑨 

Resolución 

a) 𝑀 = (
3 𝑚2 + 1    1
2 6 −2
1 1    1

)   ;   𝑀∗ = (
3 𝑚2 + 1    1  
2 6 −2   
1 1  1

   1
   3𝑚
−1

) 

|𝑀| = 4(2 −𝑚)(2 +𝑚)  ;  |𝑀| = 0 ⟺ 𝑚 = 2  ;   𝑚 = −2 

Caso 1  ∀𝑚 ∈ ℝ− {−2, 2}   |𝑀| ≠ 0 .  Por tanto  𝑟𝑔(𝑀) = 3 = 𝑟𝑔(𝑀∗) = 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠 

𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 𝐷𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜 (𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛 ú𝑛𝑖𝑐𝑎) 

Caso 2  𝑚 = −2. En este caso |𝑀| = 0  𝑦  𝑟𝑔(𝑀) < 3 

 Matriz de coeficientes  𝑀 = ( 
3 5    1
2 6 −2
1 1    1

  ) .  Matriz ampliada  𝐴∗ = (   
3 5    1  
2 6 −2   
1 1  1

     1
  −6
  −1

  ) 

Calculamos el rango de la matriz 𝑀: 

Como  | 
3 5
2 6

| = 8 ≠ 0 , en 𝑀 hay un menor de orden 2 no nulo y  𝑟𝑔(𝑀) = 2  , 𝑟𝑔(𝑀∗) ≥ 2. 

Calculamos el rango de la matriz ampliada 𝑀∗: 

Orlamos el menor   | 
3 5
2 2

|  , que nos ha dado el rango de M, con la tercera fila y cuarta columna de 𝑀∗ ∶ 

|
3 5    1
2 6 −6
1 1 −1

| = |
3 2    4
2 4 −4
1 0    0

| = |
2    4
4 −4

| = −24 ≠ 0         ;        Por tanto 𝑟𝑔(𝑀∗) = 3 

2 = 𝑟𝑔(𝑀) ≠ 𝑟𝑔(𝑀∗) = 3   Sistema Incompatible (No tiene solución) 

Caso 3  𝑚 = 2. En este caso |𝑀| = 0  𝑦  𝑟𝑔𝑀 < 3 

Matriz de coeficientes  𝑀 = ( 
3 5    1
2 6 −2
1 1    1

  ) .  Matriz ampliada  𝑀∗ = ( 
3 5    1  
2 6 −2   
1 1  1

     1
    6
  −1

  ) 

Calculamos el rango de la matriz 𝑀: 

Como | 
3 5
2 6

| = 8 ≠ 0 , en 𝑀 hay un menor de orden 2 no nulo y  𝑟𝑔(𝑀) = 2  , 𝑟𝑔(𝑀∗) ≥ 2. 

Calculamos el rango de la matriz ampliada 𝑀∗: 

Orlamos el menor  | 
3 5
2 6

|, que nos ha dado el rango de M, con la primera fila y cuarta columna de 𝑀∗ ∶ 

|
3 5    1
2 6    6
1 1 −1

| = |
3 2 4
2 4 8
1 0 0

| =  0    𝑟𝑔(𝑀) = 𝑟𝑔(𝑀∗) = 2 < 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. Sistema Compatible  Indeterminado 

b) 𝑋𝐵 = 𝐴 ⟺ 𝑋 = 𝐴𝐵−1 

Calculamos la inversa de la matriz 𝐵: 

Como |𝐵| = |
   1 1 −1
−1 0    1
   1 1    1

| =⏞
𝐶𝑜𝑙1+𝐶𝑜𝑙3

|
0 1 −1
0 0    1
2 1    1

| = 2 |
1 −1
0    1

| = 2 ≠ 0, existe 𝐵−1 

𝐵11 = |
0 1
1 1

| = −1   ;   𝐵12 = − |
−1 1
   1 1

| = 2   ;    𝐵13 = |
−1 0
   1 1

| = −1       
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𝐵21 = − |
1 −1
1    1

| = −2   ;    𝐵22 = |
1 −1
1    1

| = 2   ;    𝐵23 = − |
1 1
1 1

| = 0       

𝐵31 = |
1 −1
0    1

| = 1   ;    𝐵32 = − |
   1 −1
−1    1

| = 0   ;    𝐵33 = |
   1 1
−1 0

| = 1       

Matriz adjunta de 𝐵:  𝐴𝑑𝑗(𝐵) = (
−1 2 −1
−2 2    0
   1 0    1

)   

Matriz inversa de 𝐵:   𝐵−1 =
1

|𝐵|
· (𝐴𝑑𝑗(𝐵))𝑡 =

1

2
(
−1 −2 1
   2    2 0
−1    0 1

) 

𝑋 = 𝐴𝐵−1 =
1

2
(
2 0 −1
1 0    1
2 1    1

)(
−1 −2 1
   2    2 0
−1    0 1

) =
1

2
(
−1 −4 1
−2 −2 2
−1 −2 3

) 

2º)  

Resolución 
𝑥 = "𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑐𝑎𝑚𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑡𝑖𝑝𝑜 𝐴” 

𝑦 = "𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑐𝑎𝑚𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑡𝑖𝑝𝑜 𝐵"  

𝑧 = "𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑐𝑎𝑚𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑡𝑖𝑝𝑜 𝐶” 

Del enunciado, obtenemos: {

𝑥 + 1 = 𝑦 + 𝑧

0,1 · 24𝑦 =
28𝑧

7

14𝑥 + 24𝑦 + 28𝑧 = 302

⟺ {

𝑥 − 𝑦 − 𝑧 = −1
3𝑦 − 5𝑧 = 0

7𝑥 + 12𝑦 + 14𝑧 = 151
 

Resolviendo el sistema por Gauss: 

( 
1 −1 −1
0    3 −5
7   12    14

    
−1
   0
  151

  )
 𝐹3−7 𝐹1
↔    ( 

 1 −1 −1
0 3 −5
0 19    21

      
−1
   0
158

  )
1

3
𝐹2

↔ ( 
 1 −1 −1
0    1 −5/3
0 19   21

      
−1
0
158

  ) 

𝐹3 − 19 𝐹2
⟷

(
1 −1 −1
0 1 −5/3
0 0 158/3

   −1
   0
   158

)⟺  {

𝑥 − 𝑦 − 𝑧 = −1

𝑦 −
5

3
𝑧 = 0

158

3
𝑧 = 158

de donde 𝑧 = 3  ;   𝑦 = 5  ;   𝑥 = 7 

3º) 

 
Resolución 
a) Obtenemos la primera derivada: 

𝑓′(𝑥) =
−𝑒−𝑥(𝑥2 + 1) − 2𝑥𝑒−𝑥

(𝑥2 + 1)2
=
−𝑒−𝑥(𝑥2 + 2𝑥 + 1)

(𝑥2 + 1)2
=
−𝑒−𝑥(𝑥 + 1)2

(𝑥2 + 1)2
 

La recta tangente 𝑡 en la abscisa 𝑥 = 0 es 𝑡 ≡ 𝑦 − 𝑓(0) = 𝑓′(0) · (𝑥 − 0) ;   

𝑓(0) = 1   ;   𝑓′(0) = −1 

𝑡 ≡ 𝑦 − 1 = −(𝑥 − 0) ;   𝑡 ≡ 𝑦 = −𝑥 + 1 

b) Numerador y denominador están definidos en ℝ y 𝑥2 + 1 ≠ 0. Por tanto 𝐷𝑜𝑚(𝑓) = ℝ 
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lim
𝑥→−∞

𝑒−𝑥

𝑥2 + 1
= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑥2 + 1
=⏞

∞
∞
 𝐿′𝐻𝑜𝑝

lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

2𝑥
=⏞

∞
∞
 𝐿′𝐻𝑜𝑝

lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

2
= +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑒−𝑥

𝑥2 + 1
= lim
𝑥→+∞

1)

𝑒𝑥(𝑥2 + 1)
=⏞

1
∞

0 

La recta 𝑦 = 0 𝑒𝑠 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙 𝑒𝑛 𝑥 → +∞.  

Asíntotas verticales no tiene porque lim
𝑥→𝑎

𝑒−𝑥

𝑥2+1
=

1

𝑒𝑎(𝑎2+1)
≠ ∞ porque 𝑒𝑎(𝑎2 + 1) > 0 

c) Estudiamos el signo de la primera derivada: 

𝑓′(𝑥) =
−𝑒−𝑥(𝑥 + 1)2

(𝑥2 + 1)2
< 0    𝑎𝑙 𝑠𝑒𝑟 𝑒−𝑥 > 0 

Por tanto, la función 𝑓(𝑥) =
𝑒−𝑥

𝑥2+1
 es decreciente en ℝ y no tiene extremos relativos 

 

4º) En una circunferencia de 10 c𝑚 de radio, se divide uno de sus diámetros en 

dos partes que se toman como diámetros de dos circunferencias tangentes 

interiores a ella. ¿Qué longitud debe tener cada uno de estos diámetros para que 

sea máxima el área delimitada por las tres circunferencias? (Región sombreada) 

 Resolución 

Sean 𝑥, 𝑦 las longitudes de cada diámetro. 
Es claro que 𝑥 + 𝑦 = 20 es la restricción del problema.  

El área de la figura sombreada es la diferencia entre el área de la circunferencia dada y la suma de las áreas 

de las interiores de radios 
𝑥

2
  e  

𝑦

2
. 

El planteamiento es:   [
 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑟  𝐴(𝑥, 𝑦) = 100𝜋 − 𝜋 (

𝑥

2
)
2
−  𝜋 (

𝑦

2
)
2
 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑜𝑏𝑗𝑒𝑡𝑖𝑣𝑜          

      𝑠. 𝑎          𝑥 + 𝑦 = 20              𝑟𝑒𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑐𝑖ó𝑛               
   

Despejando 𝑦 de la restricción,  𝑦 = 20 − 𝑥. Sustituyendo en la función objetivo: 

𝐴(𝑥) = 100𝜋 − 𝜋
𝑥2

4
− 𝜋

(20 − 𝑥)2

4
= 100𝜋 − 𝜋

𝑥2 − 20𝑥 + 200

2
    𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑟 

Derivando,  𝐴′(𝑥) =
𝜋

2
(20 − 2𝑥);  𝐴′(𝑥) = 0 ⟺ 𝑥 = 10 

 𝐴′′(𝑥) = −𝜋  y  A’’(10)= −𝜋 <0. Por tanto, hemos encontrado el máximo de la función 𝐴. 

El diámetro de cada circunferencia interior debe ser 10cm. Se trata de dos circunferencias de radio 5 cm  
cada una. El área delimitada máxima, sombreada, es 100𝜋 − 25𝜋 − 25𝜋 = 50𝜋  𝑐𝑚2 

 
5º)  
a) Calcula 
 
b)  
 
 
Resolución 

a) ∫ 𝑥2𝑒−𝑥 𝑑𝑥 = −𝑥2𝑒−𝑥 + 2∫𝑥𝑒−𝑥 𝑑𝑥 =⏞
[1]

− 𝑥2𝑒−𝑥 − 2𝑒−𝑥(𝑥 + 1) = −𝑒−𝑥(𝑥2 + 2𝑥 + 2) 

𝑢 = 𝑥2  ;   𝑑𝑢 = 2𝑥𝑑𝑥 

𝑑𝑣 = 𝑒−𝑥𝑑𝑥  ;   𝑣 = ∫𝑒−𝑥 𝑑𝑥 = −𝑒−𝑥 

∫𝑥𝑒−𝑥 𝑑𝑥 = −𝑥𝑒−𝑥 + ∫𝑒−𝑥 𝑑𝑥 = −𝑥𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥 = −𝑒−𝑥(𝑥 + 1)    [1] 
𝑢 = 𝑥  ;   𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 
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𝑑𝑣 = 𝑒−𝑥𝑑𝑥  ;   𝑣 = ∫𝑒−𝑥 𝑑𝑥 = −𝑒−𝑥 

∫ 𝑥2𝑒−𝑥 𝑑𝑥 = [−𝑒−𝑥(𝑥2 + 2𝑥 + 2)]0
1 = −5𝑒−1

1

0

+ 2 = 2 −
5

𝑒
 

b)  

 
 
 
6º) 

 
Resolución 

 
7º) 

El peso de los adultos de 40 años de una cierta comunidad se modela con una distribución normal de media 

85 Kg y desviación típica 15 Kg. 

a) Si se considera que un adulto de 40 años tiene sobrepeso si supera los 100Kg, ¿qué porcentaje de esa 

población tiene sobrepeso? 
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b) Se considera el colectivo de los individuos más delgados, que representa el 40% de todos los individuos 

de esa comunidad. ¿Cuál es el peso máximo de un individuo de ese colectivo? 

Resolución 

Sea la variable aleatoria 𝑋 = "𝑃𝑒𝑠𝑜 𝑑𝑒 𝑎𝑑𝑢𝑙𝑡𝑜𝑠 𝑑𝑒 40 𝑎ñ𝑜𝑠". 𝑋 ↪ 𝑁(85, 15) ; Z↪ 𝑁(0, 1) 

a) 𝑝(𝑋 > 100) = 1 − 𝑝(𝑋 ≤ 100) = 1 − 𝑝 (𝑍 ≤
100−85

15
) = 1 − 𝑝(𝑍 ≤ 1) = 1 − 0,8413 = 0,1587 

El porcentaje que tiene sobrepeso es el 15,87% 

b)  

 

𝑝(𝑋 ≤ 85 + 𝑘) = 0,6 ⟺ 𝑝 (𝑍 ≤
𝑘

15
) = 0,6 ⟺ 

 ⟺
𝑘

15
= 0,255 ⟺ 𝑘 = 3,825 

Así, 85 − 𝑘 = 85 − 3,825 = 81,175 Kg es el peso máximo de cualquier 

individuo de ese colectivo 
 

8º) Considera el punto 𝑃(1, 0, 1), la recta 𝑟 ≡ {
𝑥 + 𝑦 − 𝑧 − 1 = 0
2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 0

  y el plano 𝜋 ≡ 𝑥 − 3𝑦 + 2𝑧 − 3 = 0 

a) Halla la ecuación general del plano 𝜋′ que contiene a la recta 𝑟 y pasa por el punto 𝑃. 

b) Halla unas ecuaciones paramétricas de la recta 𝑟′ perpendicular al plano 𝜋 que pasa por el punto medio 

del segmento de extremos el origen de coordenadas y el punto 𝑃. 

c) Calcula el área del triangulo 𝑂𝑃�̂�  siendo el punto 𝑄(−1, 2, 0)  

Resolución 

a) Haz de planos que contiene a la recta 𝑟: 

𝑥 + 𝑦 − 𝑧 − 1 + 𝜆 · (2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧) = 0 

Como debe pasar por el punto 𝑃(1, 0, 1),  

1 − 1 − 1 + 𝜆 · (2 + 2) = 0 ⟺ 4𝜆 = 1 ⟺ 𝜆 =
1

4
 

El plano que buscamos es 𝜋′ ≡  𝑥 + 𝑦 − 𝑧 − 1 +
1

4
· (2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧) = 0 

𝜋′ ≡ 6𝑥 + 5𝑦 − 2𝑧 − 4 = 0 

b) El vector normal del plano 𝜋, que es �⃗� = (1,−3, 2) será el de dirección de la recta 𝑟′. 

El punto medio 𝑀 del segmento de extremos los puntos 𝑂 = (0, 0, 0) y 𝑃(1, 0, 1) es 𝑀(
1

2
, 0,

1

2
) 

Así, unas ecuaciones paramétricas de la recta 𝑟′ perpendicular al plano 𝜋 que pasa 𝑀 son: 

𝑟′ ≡

{
 
 

 
 𝑥 =

1

2
+ 𝑡  

𝑦 =     −3𝑡

 𝑧 =
1

2
+ 2𝑡

      𝑡 ∈ ℝ 

 

c) 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1, 0, 1)   ;   𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (−1, 2, 0)  𝑟𝑔 (
   1 0 1
−1 2 0

) = 2  al ser |
   1 0
−1 2

| = 2 ≠ 0 

 

|𝑂𝑃⃗⃗ ⃗⃗  ⃗^𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ | = |
   𝑖 𝑗 �⃗� 

   1 0 1
−1 2 0

| = −2𝑖 − 𝑗 + 2�⃗� = (−2,−1, 2) 

Área(𝑂𝑃�̂�) =
1

2
|𝑂𝑃⃗⃗ ⃗⃗  ⃗^𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ | =

1

2
√4 + 1 + 4 =

3

2
 𝑢2 


