
Matemáticas II  Límites y continuidad     **Ev2. Ej1** Dic-19 

 

1º) Calcula los límites siguientes:  

a) lim
𝑥→+∞

(3𝑥 − √9𝑥2 + 3𝑥 − 1)   

b) lim
𝑥→+∞

(
4

𝑥2−1
 −

1−7𝑥

8𝑥+2
)
5−2𝑥

   

c) lim
𝑥→−∞

(
3+2𝑥2

𝑥2−1
−
3+5𝑥2

3𝑥
)

2𝑥

3     

d) lim
𝑥→+∞

(
3−5𝑥−𝑥2

5𝑥−𝑥2
)

2𝑥

3  

e) lim
𝑥→−1

√2𝑥+11+3𝑥

𝑥2−1
 

Resolución  

a) lim
𝑥→+∞

(3𝑥 − √9𝑥2 + 3𝑥 − 1)   =⏞
∞−∞

lim
𝑥→+∞

(3𝑥−√9𝑥2+3𝑥−1) (3𝑥+√9𝑥2+3𝑥−1)  ·  

3𝑥+√9𝑥2+3𝑥−1  
=

lim
𝑥→+∞

−3𝑥+1

3𝑥+√9𝑥2+3𝑥−1
= lim

𝑥→+∞

−3𝑥

3𝑥+3𝑥
= 

−1

2
 

b) lim
𝑥→+∞

(
4

𝑥2−1
 −

1−7𝑥

8𝑥+2
)
5−2𝑥

=⏞

(
7

8
)
−∞

+∞   

c) lim
𝑥→−∞

(
3+2𝑥2

𝑥2−1
−
3+5𝑥2

3𝑥
)

2𝑥

3
= lim

𝑥→+∞
(
3+2𝑥2

𝑥2−1
+
3+5𝑥2

3𝑥
)

−2𝑥

3
=⏞

(+∞)−∞

0    

d) lim
𝑥→+∞

(
3−5𝑥−𝑥2

5𝑥−𝑥2
)

2𝑥

3
=⏞
  1∞

𝑒
lim
𝑥→+∞

[
2𝑥

3
·(
3−5𝑥−𝑥2

5𝑥−𝑥2
−1)]

= 𝑒
lim
𝑥→+∞

[
2𝑥

3
·(
3−10𝑥

5𝑥−𝑥2
)] 

    = 𝑒
lim
𝑥→+∞

[
−20𝑥2+6𝑥

−3𝑥2+15𝑥
·]
   = 𝑒

20

3 = 𝑒6√𝑒2
3                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       

e) lim
𝑥→−1

√2𝑥+11+3𝑥

𝑥2−1
=⏞

0

0

lim
𝑥→−1

(√2𝑥+11+3𝑥)·(√2𝑥+11−3𝑥)

(𝑥2−1)·(√2𝑥+11−3𝑥)
= lim

𝑥→−1

−9𝑥2+2𝑥+11

(𝑥2−1)·(√2𝑥+11−3𝑥)
=

lim
𝑥→−1

(𝑥+1)·(−9𝑥+11)

(𝑥−1)·(𝑥+1)·(√2𝑥+11−3𝑥)
= lim
𝑥→−1

−9𝑥+11

(𝑥−1)·(√2𝑥+11−3𝑥)
=

20

−2·6
= −

5

3
 

 
2º) Estudia y clasifica los puntos de discontinuidad de la función 𝑓(𝑥) = 3𝑥+3

𝑥2+4𝑥+3
 

Resolución  
𝑥2 + 4𝑥 + 3 = 0 ⟹ {

 𝑥 = −3
 𝑥 = −1   

            𝑓(𝑥) es continua en ℝ− {−3,−1} por ser racional 

𝒙 = −𝟑 
1º) 𝑓(−3) no definido 

2º) lim
𝑥→−3

3𝑥+3

𝑥2+4𝑥+3
=

{
 
 

 
 

  
lim

𝑥→−3−

3𝑥+3

(𝑥+3)·(𝑥+1)
=⏞

−6

0+

−∞

lim
𝑥→−5+

3𝑥+3

(𝑥+3)·(𝑥+1)
=⏞

−6

0−

+∞

 Discontinuidad de salto infinito en 𝑥 = −3 

𝒙 = −𝟏 
1º) 𝑓(−1) no definido 



2º) lim
𝑥→−1

3𝑥+3

𝑥2+4𝑥+3
=⏞

0

0

lim
𝑥→−1

3·(𝑥+1)

(𝑥+3)·(𝑥+1)
= lim

𝑥→−1

3

𝑥+3
=

3

2
 

Discontinuidad evitable en 𝑥 = −1 ; verdadero valor de la función  𝑓(−1) = 3

2
 

3º) Considera la función  𝒇(𝒙) = {
3𝑥 + 2              𝑠𝑖   𝑥 < 0      

𝑥2 + 2𝑎𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑏   𝑠𝑖 0 ≤  𝑥 < 𝜋  
𝑎𝑥2 + 𝑏           𝑠𝑖 𝑥 ≥ 𝜋         

 con  𝑎 ∈ ℝ. 

Determina los valores de 𝑎 𝒚 𝑏 para que la función sea continua en el conjunto ℝ de los 
números reales . 
Resolución   
a) ∀𝑥 ∈ ℝ  𝑥 < 0,   𝑓(𝑥) = 3𝑥 + 2      continua por ser función polinómica.  
     ∀𝑥 ∈ ℝ  0 < 𝑥 < 𝜋, 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑎𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑏   continua (suma y producto de continuas). 

     ∀𝑥 ∈ ℝ  𝑥 > 𝜋 ,   𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏 continua por ser función polinómica.  

𝑥 = 0  Exigimos que se cumplan las condiciones de continuidad en el punto 𝑥 = 0: 
𝐸𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑓(0) = 𝑏 

𝐸𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) {
lim
𝑥→0−

(3𝑥 + 2) = 2                                                                                 

lim
𝑥→0+

(𝑥2 + 2𝑎𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑏) = 𝑏                                                            
  

Por tanto se ha de cumplir que  𝑏 = 2  

𝑥 =  𝜋 Exigimos que se cumplan las condiciones de continuidad en el punto 𝑥 = 𝜋: 

𝐸𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑓(𝜋) = 𝑎𝜋2 + 𝑏 =⏞
𝑏=2

𝑎𝜋2 + 2 

𝐸𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 lim
𝑥→𝜋

𝑓(𝑥) {
lim
𝑥→𝜋−

(𝑥2 + 2𝑎𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑏) = 𝜋2 − 2𝑎𝜋 + 2                                

lim
𝑥→𝜋+

(𝑎𝑥2 + 𝑏) = 𝑎𝜋2 + 2                                                            
  

Por tanto se ha de cumplir que  𝜋2 − 2𝑎𝜋 + 2  = 𝑎𝜋2 + 2    

𝑎(2𝜋 + 𝜋2) = 𝜋2 ⟺ 𝑎 =
𝜋2

2𝜋 + 𝜋2
=

𝜋

𝜋 + 2
 

4º) Prueba que la ecuación 𝑥 · 𝐿𝑥 = 2 tiene alguna solució n real. 
Resolución  
Sea 𝑓(𝑥) = 𝑥 · 𝐿𝑥 − 2 , función continua en ℝ por ser resta y producto de continuas. 
𝑓(𝑥) 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 [1, 𝑒]

𝑓(1) = −2 < 0

𝑓(𝑒) = 𝑒 − 2 > 0

 } ⟹⏞
𝑇.𝐵𝑜𝑙𝑧𝑎𝑛𝑜

∃𝑥0 ∈ (1, 𝑒) 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑓(𝑥0) = 0 ⟺ 𝑥0 · 𝐿𝑥0 − 2 = 0  

Por tanto, 𝑥0 ∈ (1, 𝑒) es solución real de la ecuación 𝑥 · 𝐿𝑥 = 2  

5º) Sean 𝒇 y 𝒈 dos funciones continuas en un intervalo [𝒂, 𝒃] tales que 𝒇(𝒂) > 𝒈(𝒂) y 
𝒇(𝒃) < 𝒈(𝒃). Demuestra que existe 𝒄 ∈ (𝒂, 𝒃) tal que 𝒇(𝒄) = 𝒈(𝒄). 
Resolución  
Sea ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) continua en [𝑎, 𝑏] por ser diferencia de continuas. 
ℎ(𝑥) 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 [𝑎, 𝑏]

ℎ(𝑎) = 𝑓(𝑎) − 𝑔(𝑎) > 0

ℎ(𝑏) = 𝑓(𝑏) − 𝑔(𝑏) < 0
 } ⟹⏞

𝑇.𝐵𝑜𝑙𝑧𝑎𝑛𝑜

∃𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 ℎ(𝑐) = 0 ⟺ 𝑓(𝑐) − 𝑔(𝑐) = 0 ⟺ 

𝑓(𝑐) = 𝑔(𝑐)  



6º) Probar que la función 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 2𝑥 + 1   toma el valor 2 en algún punto del 
intervalo [0, 𝜋

2
], es decir, ∃𝑐 ∈ (0, 𝜋

2
) tal que 𝑓(𝑐) = 2. 

Resolución  
Vamos a utilizar el teorema de los valores intermedios (T.V.I) 
𝑓(𝑥) = 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 2𝑥 + 1  es continua en ℝ por ser suma de continuas. 

𝑓(𝑥) 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 [0,
𝜋

2
] ⟹⏞
𝑇.𝑉.𝐼

𝑓(𝑥) 𝑡𝑜𝑚𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜𝑠 𝑙𝑜𝑠 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑒𝑛𝑑𝑖𝑑𝑜𝑠 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑓(0) = 1  

𝑦 𝑓 (
𝜋

2
) = 2 + 𝜋. Por lo tanto, como 2 ∈ (1, 2 + 𝜋 ), 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑐 ∈ (0, 𝜋

2
)  𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑓(𝑐) = 2 

7º) Demuestra que las gráficas de las funciones 𝑓(𝑥) =
𝑥2−𝑥+1

𝑥−1
 y 𝑔(𝑥) = (𝑥 − 1)2 se 

cortan en algún punto.  
Resolución  
Sea ℎ(𝑥) = 𝑥2−𝑥+1

𝑥−1
− (𝑥 − 1)2 continua en ℝ− {1} porque 𝑥 − 1 = 0 para 𝑥 = 1 

ℎ(𝑥) 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 [2, 3]

ℎ(2) = 2 > 0

ℎ(3) = −
1

2
< 0

 } ⟹⏞
𝑇.𝐵𝑜𝑙𝑧𝑎𝑛𝑜

∃𝑐 ∈ (2, 3) 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 ℎ(𝑐) = 0 ⟺
𝑐2 − 𝑐 + 1

𝑐 − 1
− (𝑐 − 1)2 = 0 ⟺ 

𝑐2 − 𝑐 + 1

𝑐 − 1
= (𝑐 − 1)2 ⟺ 𝐿𝑎𝑠 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎𝑠 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑎𝑏𝑠𝑐𝑖𝑠𝑎 𝑐 

 

Puntuación  
1 -------------------- 2,5 puntos 
2, 3, 4, 5, 6, 7 ----- 1,25 “ 


